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Resumen

Los nimeros primos han sido objeto de estudio desde siglos por lo matematicos, ya sea su
infinitud, su patrén o las formas en que se pueden representar. En este articulo nos centraremos
en los primos que se pueden representar de la forma 2 4+ ny?, donde n € N. Esto se hara por
medio de herramientas de la teoria de ntimeros, teoria de grupos, formas cuadraticas y la teoria
elemental de género.

1. Motivaciéon e historia del problema

Los carteos de Fermat y Mersenne fueron una serie de correspondencias que tuvieron lugar en
el siglo XVII entre los matematicos Pierre de Fermat y Marin Mersenne sobre los niimeros primos
de la forma p = 2% + ny?, con n = 1,2, 3.

Fermat y Mersenne estaban particularmente interesados en encontrar una férmula general para
determinar cudndo un ntmero de la forma p = 2 + ny? es primo. Fermat llegé a la conclusién de
que todos los niimeros primos de la forma p = 4n + 1 se podian escribir como 2 4 y?. As{ Fermat
enuncio los siguientes tres teoremas, aunque en el tiempo en que los enuncié no los demostro.

Teorema 1.1: Un primo p puede ser escrito como x2 + y2 si y s6lo si p = 1 mod(4).

Teorema 1.2: Un primo p puede ser escrito como 2 + 2y si y solo si p = 1,3 mod(8).

Teorema 1.3: Un primo p puede ser escrito como z2 + 3y? si y sélo si p = 3,p = 1 mod(3).

Otro gran aportador en este problema fue Euler que dedicéd gran parte de su vida a probar los
teoremas de Fermat y de alguna manera generalizarlos.

Ahora demostraremos el teorema 1.1 haciendo uso de los siguientes lemas.

Lema 1.1: Si z,y, z,w € Z, entonces (22 + y?)(2% + w?) = (zz + yw)? + (vw F yz)2.

Demostraciéon: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 1, pagina 19 (Ejercicio 1).

Lema 1.2: Suponga que N es una suma de dos cuadrados coprimos, y que ¢ = 2 + y2 es un
divisor primo de N, entonces N/q es también una suma de dos cuadrados coprimos.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 1, pagina 10 (Lema 1,4).

Demostraciéon del Teorema 1.1:

(=) La demostracion en esta direccion es trivial, ya que se tiene z impar y y par o viceversa,
en cualquier caso se llega a que p = 1 mod(4).

(«<=) Para esta direccion la estrategia de Euler fue usar el paso de descenso(i) y el de recipro-
cidad(ii), los cuales son

i. Sip|az?+y? med(z,y) =1, entonces p puede ser escrito como una suma de cuadrados.
ii. Sip=1mod(4), entonces p | 22 + y*, med(z,y) = 1.

Para el paso de descenso suponga que x' = x +pk y y' = y+ pl para k,l € Z, entonces p divide

a x'? + 32, ya que ,

2 + % = 2% + y® + 2apk + 2ypl + p*k> + p*I2



Entonces podemos elegir un k,[ de tal manera que 2|2'| < py 2|y'| < py p | 2"? + y2. Ahora
notese que p no divide a med(z’,y’) ya que implicaria que divide a x y y, después de dividir entre
el med podemos asumir que 2|z| < py 2Jy| < p con p | 22 + y? y med(w,y) = 1, de esta manera
tenemos que el factor primo mas grande de % +y? es p, ya que considere otro q | %+ y2, entonces
2+’ =qpm, mecZy
P P p

?:pqm<5=>qm<§<p:q<p

2?4+ y? <
Ahora si todos los divisores menores que p son de la forma x2 + 32, entonces por el lema 1.1
y el lema 1.2, p también debe ser una suma de cuadrados, si p no es de esa forma se concluye
que debe haber un primo ¢; menor que p, que tampoco es de esa forma. Ahora si volvemos
a aplicar el procedimiento a partir de q; | 22 + y2, med(z,y) = 1, se llega a que debe haber
otro primo ¢o menor a ¢, tal que no es una suma de cuadrados, aplicando nuevamente este
procedimiento indefinidamente llegamos a una sucesion infinita de primos descendentes, lo cual es
absurdo, entonces se debe cumplir que p es una suma de cuadrados.
Ahora para el paso de reciprocidad se usa el pequeno teorema de Fermat notando que p = 4k+1
y tomando cualquier x Z 0 mod(p), entonces

2 =1 mod(p) = 2** — 1 = (2®* — 1)(2®* + 1) = 0 mod(p)

y si ademas 228 — 1 # 0 mod(p) para algtin z, entonces 22 +1 =0 mod(p) y por lo tanto
p | 2% + 1, donde mcd(z,1) = 1, dicho z existe ya que 2** — 1 € (Z/pZ)[z] y tiene maximo
2k < p — 1 raices.

Para los demés teoremas 1.2 y 1.3 también se emplea la misma estrategia del paso descendente
y el de reciprocidad con sus respectivos ajustes. Ahora tome en consideracion los siguientes lemas.

Lema 1.3: Si z,y,2,w € Z y n € N, entonces.
(2% +ny?) (22 + nw?) = (z2 + nyw)? + n(zw F y2)*

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 1, pagina 19 (Ejercicio 1).

Lema 1.4: Suponga que N es una suma de la forma a? +nb? y que ¢ = 22 + ny? es un divisor
primo de N. Entonces N/q es también una suma de la forma N/q = ¢? + nd?.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 1, pagina 19 (Ejercicio 3).

A partir de los anteriores lemas se podria pensar que el paso de descenso es general para
cualquier n € N. Pero nétese que el paso de descenso falla con n = 5, porque 3 | 21 = 12 + 5(2)?
pero 3 # x? + 5y para x,y € Z, de esta manera se concluye que el paso de descenso no es general.

Ahora para p | 22 + ny? con med(x,y) = 1, se tiene que z2 + ny?> = 0 mod(p) y por lo
tanto 22 = —ny? mod(p). Notese que med(y,p) = 1 ya que en el caso med(y,p) = p se tiene que
p 1 2% + ny? y para el caso med(y,p) = d < p solo es posible que d = 1, ya que p es un primo.
Ahora al tener que el conjunto (Z/pZ)* es un grupo (cada elemento tiene inverso multiplicativo),
y que y € (Z/pZ)* entonces

2 (y~")? = —ny*(y~")* mod(p)
= :cgfl)2 = —n mod(p)

Esto sugiere que para generalizar el paso de reciprocidad se debe estudiar los residuos cuadrados

equivalentes a —n moédulo p

22 = —n mod(p)

de tal manera que impliquen que p | % + ny? con med(z,y) = 1.

2. Reciprocidad cuadratica

Para resolver la cuestion anterior definiremos el simbolo de Legendre (a/p), donde a es un
entero y p es un primo impar y los residuos cuadraticos modulo p:



Definicién de residuo cuadratico: b € Z es un residuo cuadratico moédulo p, si existe un
v €Ztal que 22 =b mod(p).

Definicion de simbolo de Legendre:

0 pla
<) =<1 pfay aesun residuo cuadratico modulo p
—1 ptfay aesunresiduo no cuadratico modulo p

Una vez definido el simbolo de Legendre tenemos el siguiente lema.
Lema 2.1:

plz?+ny?, med(z,y) =1+ (_];L) =1

Demostracion: (=) Como se mostré anteriormente p | 22 + ny? con med(x,y) = 1 implica
que

(zy™")? = —n mod(p)
y por lo tanto (—n/p) = 1.
<=) Dado z? = —n mod(p) se tiene que para un y € Z con med(y,p) = 1
1
aty? = —ny® mod(p)

= (21y)* = —ny® mod(p)
= (219 + p)* = —ny® mod(p)

y por lo tanto denotando x = x1y + p, se tiene que p | 2% +ny? mod(p) y med(z,y) = 1, ya que
si med(z,y) # 1, entonces contradeciria med(y, p) = 1.

Ahora con el lema 2.1 podemos formular la pregunta para que p = a, 3, - - - mod(4n) implica
que (—n/p) = 1 (y por lo tanto a p | 2% + ny?, med(z,y) = 1), incluso para n < 0. Esto es algo
sobre lo que Euler ya habia hecho conjeturas, tales como

(3> =1<= p=+1mod(12)
p
(Z) =1<= p==+1,+11 mod(20)

7
() =1<= p=+1,43,+9 mod(28)
P

notese que en la segunda equivalencia 11 = —9 mod(20) y 3 = —25 mod(28) y por lo tanto

<3> =1<= p==+1 mod(12)
p

5
(> =1 <= p=+1,49 mod(20)
p
7
- ) =1<=p=+1,+25 49 mod(28)
p

De esta manera se podria deducir que se cumple que p = £3? mod(4n), para algin entero f3,
pero noétese que en un caso g par se tiene que

<6) =1<= p=+1,45 mod(24)
p
donde 45 no puede ser transformado a un cuadrado de un impar modulo 24.

A partir de estos resultados Euler conjetur6 que para p y ¢ primos impares distintos se cumple
que

(q) = p = £5% mod(4q), para algin entero /3
p



Donde la conjetura anterior es equivalente al siguiente teorema.

Teorema de la reciprocidad cuadratica: Si p y ¢ son primos impares distintos, entonces

()9~

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 1, pagina 14 (Proposicion 1, 10).
Ahora por medio del teorema de la reciprocidad cuadratica se puede generalizar el paso de
reciprocidad con la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1: Sea n un entero distinto a cero, y sea X : (Z/DZ)* — {£1} el homomor-
fismo del lema 2.2, entonces cuando D = —4n se tiene que si p es un primo impar que no divide a
n, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

iopla®+ny? ged(z,y) = 1.
ii. (—=n/p)=1
ili. [p] € ker(X) C (Z/4AnZ)*

Lema 2.2: Si D = 0,1 mod(4) es un entero distinto de cero, entonces hay un tnico homomorfis-
mo de grupos X : (Z/DZ)* — {£1}, tal que para todo primo impar p con pt D, X([p]) = (D/p),
ademas

1 D>0

(1) = {—1 D<0

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 1, paginas 15,16 (Lema 1,14).

Demostracion de la Proposiciéon 2.1: (i) <= (ii) se siguen del lema 2.2 y (ii) < (iii)

Siguen del heChO de que

De esta manera podemos determinar las congruencias p = «, 8- - - mod(4n) € (Z/4nZ) para que
se cumpla que p | 22 + ny?, med(z,y) = 1. Aunque ya se ha generalizado el paso de reciprocidad,
un problema que surge que ya habia visto Euler, por ejemplo para el caso n = 14 es que el hecho de
que hallemos unas condiciones de congruencia p = «, 3 - - mod(4n) no quiere decir que estas solo
impliquen que p = z2 4 ny?, ya que pueden p puede ser representado por otras formas algebraicas,
por ejemplo

2% + 14y _
p= {2352 L7y —p=1,9,15,23,25,39 mod(56)

x? 4 5y B
b= {2302 Gomy 2| T PELSTI mod(20)

3. Formas cuadraticas

Para resolver el problema anterior introduciremos la teoria de las formas cuadraticas desarro-
llada por Legendre y Gauss. Se dice que una forma cuadratica es una expresion algebraica dada
por az? + bxy + cy?, a,b, ¢ € Z, la cual se dice ademés que es primitiva si med(a, b, c) = 1.

Se dice que un entero m es representado por una forma f(x,y), si la ecuacion m = f(x,y) tiene
solucion entera en x y y, adicionalmente se dice que m es propiamente representado si med(z,y) = 1,
notese que el tema de estudio es hallar los primos p que son representados por la forma cuadrética
22 + ny?, antes de continuar definiremos lo que es acciéon de grupo y de 6rbita.

Definiciéon de accién de grupo: Sea G un grupo y X un conjunto, entonces una accion de
G sobre X es una funcién, ¢ : G x X — X, donde se cumple que ¢(e,z) = x con e siendo el
elemento identidad de G y x € X, al igual que ¢(g, ¢(h,x)) = ¢(g - h,x), con g,h € Gy z € X.

Por simplicidad denotaremos a ¢(g,x) donde ¢ es una acciéon de grupoy g € H, z € X como
gz, o sea ¢(g, ) = gz.



Definicién de oérbita: Sea G un grupo y X un conjunto, donde G acttia sobre X, entonces
la 6rbita O(z) para un z € X, se define como O(z) = {gx : g € G}, donde gz = ¢(g,z), siendo ¢
la accion de grupo dada. Cabe resaltar que las o6rbitas de un conjunto X forman una particiéon del
conjunto X.

Ahora decimos que dos formas f(x,y) y g(x,y) son equivalentes si existe un h € GL(2,Z), tal
que para la accion de grupos ¢ : GL(2,Z) x X — X (X es el conjunto de formas cuadraticas
primitivas) se cumpla que

r s

o (|2 4] <o) =t + avrs s 59) = foo)

De donde se sigue que la equivalencia de formas es una relacién de equivalencia, ya que al
definir dos formas cuadréticas primitivas x y y, tal que x ~ y <= 3 g € GL(2,Z), tal que gz = y,
puede ser traducido a la definicion de 6rbita, donde de todas las formas cuadréticas primitivas
y equivalentes a una forma cuadratica primitiva z, se tiene que y € O(z), donde el conjunto de
orbitas O(x) forman una particion del conjunto X y por lo tanto una relacion de equivalencia.

Es importante notar que formas equivalentes representan los mismos ntameros. Ahora denotamos
como Gauss una equivalencia propia, donde h € SL(2,Z) y una equivalencia impropia donde
h € GL(2,2)/SL(2,Z).

Ahora definiremos el discriminante de una forma az? + bxy + cy? como D = b? — 4ac, ahora
denotanto el discriminante de f(z,y) como D y el discriminante de g(x,y) como D’, entonces se
se cumple que si f(z,y) v g(z,y) son equivalentes, entonces D = (ps — qr)?D’ = D’. Ahora para
una forma f(z,y) con discriminante D, se tiene la siguiente identidad

daf(z,y) = (2ax + by)* — Dy?

donde si se cumple que D > 0, entonces f(x,y) representa tanto a enteros negativos y positivos,
mientras que si D < 0 se tiene que f(x,y) representa o solo enteros negativos o positivos depen-
diendo del signo de a, de esta manera definimos las formas definidas postivas o definidas negativas.
De esto surge el siguiente lema y corolario.

Lema 3.1: Sea D = 0,1 mod(4) un entero y m un entero impar coprimo con D. Entonces m es
propiamente representado por una forma primitiva de descriminante D si y s6lo si D es un residuo
cuadréitico médulo m.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 2, pagina 24 (Lema 2,5).

Corolario 3.1: Sea n un entero y sea p un primo impar que no divide a n, entonces (—n/p) = 1
si y soblo si p es representado por una forma primitiva de discriminante —4n.

Demostracion: Se sigue inmediatamente del lema 3.2, ya que —4n es un residuo cuadrético
modulo n, siy sélo si (—4n/p) = (—n/p) = 1.

Este corolario es un importante avance a la hora de generalizar el paso de descenso, pero notese
del corolario anterior que hay muchas formas cuadraticas con discriminante —4n, para solucionar
este problema introducimos las formas reducidas definidas positivas, las cuales se definen como una
forma ax? + bxy + cy? donde se cumple que

[b| <a<e yb>0sisecumple que |b|=aoa=c

De este definicion se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1: Cada forma primitiva definida positiva es propiamente equivalente a una tnica
forma reducida.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 2, paginas 25,26 (Teorema 2,8).

Ahora se sigue por la definicion de discriminante y de forma reducida positiva los siguientes
resultados.
—D =4ac —b* > 4a® — a* = 3a*> = a < \/(-D)/3



o] < a

(=D) +b?

4a

De esta manera se deduce que dado un discriminante D < 0 se tiene que hay finitas formas
reducidas con discriminante D y por lo tanto el namero de clases propiamente equivalentes es
también finito y se dice que dos formas estdn en la misma clase si son propiamente equivalentes,
de esta manera denotamos h(D) como el ntumero de clases de formas primitivas definidas positivas
de discriminante D.

b —dac=D = c=

Teorema 3.2: Sea D < 0, entonces el namero h(D) de clases de formas primitivas definidas
positivas de discriminante D es finito.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 2, pagina 27 (Teorema 2,13).

Ahora con todos estos ingredientes podemos generalizar el paso de descenso con la siguiente
proposiciéon y los siguientes teoremas.

Proposiciéon 3.1: Sea n un entero positivo y p un primo impar que no divide a n, entonces
(=n/p) =1 siy sblo si p es representado por una de las h(—4n) formas reducidas de discriminante
—4n.

Demostracién: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 2, pagina 28 (Proposicion 2,15).

Teorema 3.3: Sea D = 0,1 mod(4) negativo y sea X : (Z/DZ)* — {1} el homomorfismo
del lema 2.2, entonces para un primo impar p que no divide a D, [p] € ker(X) si y solo si p es
representado por una de las h(D) formas reducidas de discriminante D.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccién 2, pagina 28 (Teorema 2,16).

Notese que para el caso h(D) = 1 el teorema 3.3 resuelve el paso de descenso ya que todos los
primos impares p, tal que [p] € ker(X), son representados por una tnica forma reducida, asi que
no necesitamos clasificar de alguna manera los primos p.

Teorema 3.4: Sea n un entero positivo, entonces
h(=4n)=1<—=n=1,2,3,4,7

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccién 2, pagina 29 (Teorema 2,18).

Este dltimo teorema 3.4 muestra porque el paso de descenso funcion6 tan bien paran =1,2,3
pero no para n = b.

4. Teoria elemental de género

Ahora que se ha descubierto que h(D) = 1 se cumple para casos finitos, queremos saber como
clasificar a los ntimeros primos representados por 2% +ny? cuando h(—4n) > 1, o sea queremos saber
como separar formas reducidas con mismo discriminante, para ello usaremos las ideas de Legendre.
Se dice que dos formas cuadraticas estan en el mismo género si representan a los mismos valores
de (Z/DZ)* sobre (Z/DZ), entonces cada género consiste de finitas clases de formas reducidas. El
impacto de esta idealizacion se hace cuando se usa el teorema 3.3 y la definicién de forma principal,
el cual se define como

)

2 — 2y D =0 mod(4)
2 +ay+ 52y% D=1 mod(4)

donde D < 0. Nétese que en el caso D = 0 mod(4) en la forma principal tenemos a x2 + ny?.
Ahora definiremos la clase lateral, el cual es un concepto que se usara en los siguientes resultados.

Definicion de clase lateral izquierda: Sean H y G grupos y H < G, entonces una clase
lateral izquierda zH en G se define como ©H = {zH : © € G} (en este caso xH no representa una
accion de grupo).

Proposicion 4.1: Dado un entero negativo D = 0,1 mod(4), sea ker(X) C (Z/DZ)* como en
el teorema 3.3, y sea f(z,y) una forma con discriminante D, entonces se tiene que



i. Los valores en (Z/DZ)* representados por la forma principal de discriminante D forma un
subgrupo H C ker(X).

ii. Los valores en (Z/DZ)* representados por una forma f(x,y) forman una clase lateral izquier-
da de H en ker(X).

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 2, paginas 31,32 (Lema 2.24).

Teorema 4.1: Sea D = 0,1 mod(4) negativo, y sea H C ker(X) como en la proposicion 4.1,
si H' es una clase lateral izquierda de H en ker(Z) y p es un primo impar que no divide a D,
entonces [p] € H' siy solo si p es representado por una forma reducida de discriminante D en el
genero de H'.

Demostracion: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccién 2, pagina 32 (Teorema 2,26).

Corolario 4.1: Sea n un entero positivo y p un primo impar que no divide a n. Entonces p
es representado por una forma de discriminante —4n en el género principal si y solo si para algin

entero 3 se cumple que
p = (%, 5% 4+ n mod(4n)

Demostraciéon: Ver prueba en [1]. Capitulo 1, seccion 2, pagina 33 (Corolario 2,27).

5. Ejemplos

Muestre que

p=a+6y* <= p=1,7 mod(24)
p =222+ 3y? <= p = 5,11 mod(24)

Notese que ambas formas tienen discriminante D = —24, de esta manera hallaremos las formas
reducidas con discriminante D = —24.

aé\/%zx/gz2

Entonces tenemos las siguientes opciones

a=1 a=1

b=20 b=1

— 24 _ — 25
0—4—6 c=%

Entonces hay dos formas reducidas las cuales son 222 + 3y? y 22 + 612
Ahora debemos hallar el kernel de X : (Z/DZ)* —s {41}, donde

Donde 1 es siempre residuo cuédratico de cualquier modulo, entonces
—24 1
_— = — = ]_
(5)-G)
—24 4
— =1z )=1
()-()
—24
()= ()



—24
13

()
(57)
(30)

)

| v

1) 168/8 _

(
)= (2) () (2)v- ()
()= () (3) - (B ()3 o
(3) = (3) = (3) (3) = (&) o= () =

Una vez ya hallamos el kernel de X', ahora usando el corolario 4.1 tenemos que de 1,5,7,11 el
que cumple con las condiciones son 1,7, ya que

—_ =
w
|

—

14

)=
i)
)

p = 12 mod(24)
p =17 4+ 6 mod(24)
Por lo tanto
p =2+ 6y*> <= p=1,7 mod(24)

vy usando el teorema 3.3 se tiene que las representaciones restantes van a la otra clase, o sea

p =222+ 3y? < p = 5,11 mod(24)

Muestre que

p=x?+ 2y + 4y° < p=1,4 mod(15)
p =222+ zy + 2y? < p = 2,8 mod(15)

Notese que ambas formas tienen discriminante D =

—15, de esta manera hallaremos las formas
reducidas con discriminante D = —15.

1
aS\/é):\/g%Z

Entonces tenemos las siguientes opciones

a=2 a=2 a=2
b=0 b==+1 b=2
c:%:i’) c:%: 189
a=1 a=1
b=0 b=
c=B =6 c=15=

Entonces hay dos formas reducidas las cuales son 222 + zy + 2y2 v 2% + xy + 432
Ahora debemos hallar el kernel de X : (Z/DZ)" —s {41}, donde

(z/152)" = {1,2,1,7,8,11, 13, T4}

Donde 1 es siempre residuo cuddratico de cualquier modulo, entonces

oo



(3)- ()~ () m=-(2) -
() ()= (3o () -
()-B)-G)G)--G)or--()--

Una vez ya hallamos el kernel de X', vemos de manera inmediata que la forma principal 22 +
xy + 4y? representa al 4 y al 1, entonces

p=2%+ay+4y* < p=1,4 mod(15)
Por otro lado se tiene que 222 4+ xy + 2y representa al 2 y al 8, entonces

p =222+ zy + 2y* < p = 2,8 mod(15)

Referencias

[1] David A. Cox, Primes of the form x?+ny?—Fermat, class field theory, and complex multiplication, AMS Chelsea
Publishing, Providence, RI, [2022] (©)2022. Third edition [of 1028322] with solutions; With contributions by Roger
Lipsett. MR4502401



	Motivación e historia del problema
	Reciprocidad cuadrática
	Formas cuadráticas
	Teoría elemental de género
	Ejemplos

