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RESUMEN

Las series de Fourier son expansiones en series de senos y cosenos de funciones peridédicas. Su
estudio se remonta a las soluciones a la ecuacion del calor dadas por Jean-Baptiste Joseph Fourier
en 1807. Actualmente constituyen un pilar del Analisis Matematico y son una herramienta versatil
en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales.

El objetivo de este trabajo es estudiar algunos resultados basicos de la convergencia de dichas
series. En la primera parte estableceremos su convergencia en £2 y el teorema de Chernoff sobre
convergencia para funciones diferenciables. Ademas incluimos resultados clasicos como el Lema
de Riemann-Lebesgue, la Identidad de Parseval y aplicaciones al calculo de series. En la segunda
parte revisamos la construccién de una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un punto.

1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES
Sea f : [0,27] — C una funcién integrable segtin Riemann y de periodo 27. Sus coeficientes de
Fourier estan definidos como:
- 1 [ :
f(n)=a, =— f(x)e "™dzx, n € Z.
2 Jo

Gracias a la periocidad de f, el intervalo de integracién puede ser cualquiera de longitud 27.
Ademas, la serie de Fourier de f se define por:

Denotaremos por:
Sun(N@) = 3 Fk)e™ moneN,
k=—m

a estas sumas parciales. Si m = n = N, Sy(f)(x), nos referiremos a ella como la suma parcial
simétrica de la serie de Fourier de f.

Sea R el espacio vectorial sobre C de funciones complejas integrables segtin Riemann en [0, 27].
Consideraremos el producto interno sobre i definido como:

(r) =5 | e,

que a su vez induce la norma. Nos referiremos a esta como la norma en L2, este espacio es el
completado de R con esta norma, aunque no entraremos en detalles en este trabajo.

LFII* = (f, ).

Tenemos las siguientes propiedades:

1. Teorema de Pitdgoras. Si (f,g) =0, ||f + gll> = If1I* + |lg]/*-
1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. |(f, g)| < || flllgll-

Note que (ii) implica la desigualdad triangular. Consideraremos las funciones:

en(0) =™ ne 7,



2

que constituyen una familia ortonormal en R. De esta manera, podemos reescribir

N
Ap = (fa en)a SN(f) = Z ApCn.
n=—N

Observe también que (f —Sn(f),en) = a, —a, = 0, para todo n. Por tanto, f —Sy(f) es ortogonal
a Z‘n|<N bnen, para todo b, € C. En particular, si tomamos a,, = b, y aplicamos el Teorema de
Pitagoras, vemos que

2 N

2
= If = Sn(NIP+ D laal™

n=—N

(1) 1£1* =

N N
f - E Ap€n E Ap€n
n=—N n=—N

Note que hemos usado la relacion ||a,e,||? = (anen, anen) = an@, = |a,|*. Esta férmula nos permite
demostrar el siguiente resultado.

Lema 1.1 (De mejor aproximacion). Si f € R tiene coeficientes de Fourier a,, entonces

N
f_ Z Cn€n
n=—N

La igualdad se obtiene si y solo si ¢, = a,, para todo |n| < N.

lf = Sn(f)] < , para todo ¢, € C.

Demostracion. Escribamos f — Z\nISN Cnen = f—Sn(f)+ Z\nISN bpen, donde b,, = a,, — ¢,,. Como
f— Sn(f) es ortogonal a zlnl <n bnén, podemos aplicar el Teorema de Pitdgoras para obtener

N
f—- Z Cn€n Z bnén
n=—N

Esto demuestra la desigualdad requerida. La igualdad se tiene si y solo si b, = 0, esto es, a,, = ¢,,
para todo |n| < N. O

2

= If = Sn(NHI* +

N
—||f SvOIZ+ D [bal® > [If = Sw(£)I%
n=—N

Otra nocion que sera util es la convolucion entre f y g, dada por

G =5 [ swata =)y

Aunque esta operacién es ttil para expresar las sumas Sy(f), nosotros la emplearemos a través
de la suma de Abel de la serie de Fourier >°>7 _ a,e™ de funciones f € R. M4s precisamente, si
0 < r < 1, esta suma se define por

o0 o

A (f)(0) = Z rila,em? = (f*xP.)(0), donde P.(0)= Z plnlging _

n=—oo n=—oo

1—r?
1 —2rcos(0) + r?’

denota el nicleo de Poisson. La familia de funciones {P, }o,<1 satisface

I.Pr(9)>0y2f0 x)dx =1 para todo 0 < r < 1.
11. Para todo § > 0, f5<\a:—7r|<7r |P.(x)|dx — 0 cuando r — 1™

En este sentido nos referimos a estas funciones como una familia de buenos nicleos.



2. CONVERGENCIA EN £? Y EL TEOREMA DE RIEMANN-LEBESGUE

En esta seccién demostraremos el primer resultado de convergencia de la series de Fourier con
la norma del espacio R.

Teorema 2.1. Sea f € R y a, su coeficiente n-ésimo de Fourier. Entonces:
1i — =0.
Am =S ()l =0

Demostracion. La prueba se divide en dos pasos. Primero se demostrara para funciones continuas
y luego para cualquier elemento de R. Para el primer paso requerimos del siguiente resultado
fundamental.

Lema 2.2 (de aproximacién de Weierstrass). Sea f : I = [0,27] — C continua. Entonces, para
todo € > 0, existe un polinomio trigonométrico P(0) = 3,1\ cme™? tal que:

Seléll)\f(e) — P(0)] <e

Para demostrar el teorema en este caso, sea € > 0 y f continua. El Lema 2.2 nos permite
escoger P(6) tal que |f(0) — P(0)| < €'/2. Elevando al cuadrado e integrando en I, obtenemos que
|f — P|| < e. Finalmente, utilizando el Lema de mejor aproximacién 1.1, concluimos que

If = Sn(Pll <e siN =M,
donde M es el grado del polinomio P.
Para la segunda parte de la prueba, empleamos el siguiente lema técnico, ver [1].
Lema 2.3. Si f € R, existe una sucesion {fy : I — Cly>1, de funciones continuas tales que:

sup | f(0)] < sup|f(0)] = B,  para todo k > 1,
el el

2

ltm [ [f(6) — fu(6)]d8 = 0.

k—+o0 0

Para finalizar la prueba del Teorema 2.1, tome € > 0y f; tal que supge; | fx(0)| < supge; | f(0)] =
By fozﬂ |f(0) — fr(0)|d6 < €. De esta forma

I = 5P = 5 [ 156) = 16 -156) = )]s

2B [*" B
— ) — g(0)|do < —.
<5 | 1r0) g <2
Aplicando el Lema 2.2 a f; obtenemos un polinomio trigonométrico P, tal que ||fx — P|| < €. Asi
|f—P| < (1++/B/n)e = €. Aplicando el Lema 1.1 a f, concluimos que || f —Sy(f)|| < ||lf—P|| <
€', completando la demostracién. O]

~

Teorema 2.4 (Riemann-Lebesgue). Si f € R, entonces f(n) — 0, si |n| — +oo.

Demostracion. Gracias al Teorema 2.1, podemos tomar N — +o0o en (1) y asi obtenemos la

Identidad de Parseval
1 [7 >
o | 15@F® =7 = 3 faul

En particular, a,, — 0 si n — +o00, porque esta serie converge. O



Una de las aplicaciones interesantes de la identidad de Parseval es el calculo de series notables.
Incluimos el siguiente ejemplo clésico.
Ejemplo 2.1. El problema de Basilea planteaba calcular el valor exacto de la suma
11 1
2)=1 —
(@) =147 4 Ty 9 - 16 T

Este fue hallado por L. Euler en 1745, quien lleg6 a su valor empleando series divergentes.
Considere la funcién periédica

ro-{

Uncélculodirectomuestraquef( 0)=0y f(n ) = 2 sin (%), n # 0. Ast f(=n) = f(n), f(2m) =0

, s |91 <3
, st §<l <,

ENEFNE]

y fem+1) = % m > 0. Aplicando la identidad de Parseval vemos que
. 1 1 [* 72 2 ad 1 2
2 —— = — —dt = — { —_— = .
T;) 12m+1? 27 /0 6" "1 Y™ mzzo 2m+12 8

2

Por tanto, ((2) = 30 Gy T 2meo @iy = 16(2) + F ¥ ((2) = ™~ 1,644934067.

3. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER DE UNA FUNCION DIFERENCIABLE

En esta seccién recordamos la demostracién dada por Paul R. Chernoff en [2].

Teorema 3.1 (Chernoff). Sea f € R, diferenciable en x¢ € [0,27]. Entonces su serie de Fourier
converge a f(xo).

Podemos suponer que o = 0y f(z9) = 0. Si g(z) = %, como f’(0) existe, entonces g es

acotada en x = 0 y por tanto g € R. Considerando los coeficientes de Fourier de f obtenemos:

~

f(k) =g(k = 1) = g(k).

Si sumamos desde k = —m hasta k = n y notando que se obtiene una suma telescopica, entonces:

Z Flk) =G(=m —1) = G(n).

k=—m

Finalmente, por el Teorema de Riemann-Lebesgue concluimos que S,, ,(0) — 0 = f(xg), si m,n —
+00.

4. TUNA FUNCION CONTINUA CON SERIE DE FOURIER DIVERGENTE

Concluimos esta nota con una forma de construir dicha funcién, con serie de Fourier divergente
en un punto, digamos 6, = 0. Partimos de la funcién impar f(0) = i(7 — 6), 0 < § < 7 cuya serie
de Fourier es




5

: , - . -1 ; .,

Romperemos la simetria de esta expresion, consideremos la suma >~ €™ /n. La funcién que
ella define no es la serie de Fourier de ninguna funcién g € . En efecto, en caso de que lo fuera,
utilizando su suma de Abel y las propiedades del nicleo de Poisson, llegamos a:

4O 5- [ l@IPO® < sw o).

™ 6€0,27]

Como |4,(9)(0)] =Y 02, = = —In(1 — r) = +00 cuando r — 17, dicha g no podria ser acotada.
Asi llegamos a una contradiccién.
Consideremos ahora las sumas parciales
ein@ - -1 e
fn(8) = Z n In(0) = Z

1<|n|<N n=—N

inf

n .

Es un hecho conocido que | fx(0)] = SV L > In(N). Veamos también que fy(6) es uniformemente

acotada en N y 6. Esto es consecuencia del siguiente lema.

Lema 4.1. Suponga que la suma de Abel A, =3 >° "¢, de la serie Yy | ¢, es acotada cuando

r—17. Sic, = O(1/n), entonces la sucesion {Sy = 3.0, ca}ns1 es acotada.

in6

. —inf
En efecto, podemos aplicarlo a cada fx(0) porque c,(0) = <~ — “— = O(1/n) y |A.(f)(0)| <
SUPgepo,2n |f(0)] es acotada. Asf fy es uniformemente acotada en N y  como requerfamos.
La idea para construir la funcién continua con serie de Fourier divergente es considerar la serie
de funciones

F(9) = i o Py, (0), donde Py (0) = e* fy(0),
k=1

es este polinomio trigonométrico de grado 3N y los g, ax son valores numéricos adecuados. En
efecto, si tomamos los valores

N, = 3%, = 13

es claro que Niy11 > 3N, v oy In(Ny) — +oo cuando k — +o00. Como la serie ), aj converge y
los Py (#) son uniformemente acotados, entonces F' define una funcién continua, gracias al M-test
de Weierstrass. _ _

Para calcular la serie de Fourier de F, pongamos Py () = ¢*N? f;(9). En estos términos, obte-
nemos las siguientes relaciones:

Py si M >3N,
Su(Py)=1{ Py si M =2N,

0 si M<N.

De esta manera, Son,, (F) = > poq aSon,, (Pn,) = am Py, + St agSan,, (Py,), ¥ por tanto

|San,, (F)(0)] > ca In(Ny,) + O(1) — 400 cuando  m — +o0.

En conclusion, la serie de Fourier de F' diverge en 6 = 0.
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